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CONSIDERACOES:

No presente trabalho,rabalhamos com varios conceitos das diversas
modalidades de calculo, desde o0 mais simples até o mais avan¢ado. Usamos largamente
0 gnuplot na visualizacdo de funcdes cartesianas e paramefgaurvas de nivel
podem ser visual i z asdtaostoualiasebh @ ®b. slor fc@ema d,d oo
as curvas de nivel ficardo situadas na base da funcdo(abaixo do grafico); surface: as
curvas de nivel ficardo situadas no grafico da funcdo, e both: as curvas de nivel ficardo
situadas na base e no grafico da &umcsendo essa Uultima forma a mais usada na
resolucdo dos exercicios, ja que ela da uma visdo mais global da situacéo corrente, e por
ultimo tivemos a enunciacao do teorema da funcao implicita com a ajuda também de um
livro de calculo.

1. Dimensio de umavariedade A dimer@® de uma variedade, a variedaligear
tangente a mesma em um ponto, € 0 @spPainimo) em que asvariedades se
encontram imersas.

eg. da variedade dim.da var dim. do espao
a) (V)[ 1 (F)P;teE0,a® + 2dois 4 1 5t dois
FALSO, pois como esta na forma paramétrica e apresenta somente uma variavel, este
objeto vai ter dimensao de variedade 1; representara uma curva:

b) (VY[ ] (F)P;te[0,18 + 2um 4 1 5t dois

VERDADEIRO, ja que apresenta uma variavel, vai ter dimenséo de variedade 1.VIDE
GRAFICO ANTERIOR

)V 1(F)[ ] (rcos(t), rsin(t), s) ; t, €[ #r,m] um trés

FALSO, pois como tem duas variaveis, apresentard dimensdo de variedade dois e
dimensao no espaco trés.

dMW)[1(F)[ ] (rsin(t), rsin(t), s) ; t, <= [0, 10] dois trés

VERDADEIRO, pois como tem duas variaveis, apresentara dimensao de variedade dois
e dimensdo no espaco tréspresenta um cilindrdNo gnuplot:

eVIF)[](@R@+f, & 1s) t5:; s B&s[T15, dois
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FALSO, pois como tem duas variaveis, a dimensdo de variedade € dois, e trés
coordenadas dimensdo no espaco RRépresenta um plano. Veja:

AAVLIF)] X+ 3xy +y = um dois
VERDADEIRO, pois, en uma equacéo cartesiana, a dimenséo da variedade sera igual a
dimensdo no espaco menos 1. Logpresenta uma superficie no espato R

AM[]F)[]x“+3xy+y= um trés

FALSO, pois como a dimensao no espaco é trés, a dimenséo de vargeidade ser 3
T1=2.

hNMW[IFE)[]x?+3xy+y= 11 um quatro

FALSO, pois como a dimensao no espaco € 4, a dimensao da variedade teria de ser: 4
1 = 3, representando um objeto no esg&to

2. Dimensio de uma variedadeA dimenso de uma variedade, a variedalieear
tangente a mesma em um pgnwd 0 espgo (MNiIMoO) em que asvariedades se
encontram imersas.

eg. da variedade dim da var dim. do espao
a)(V)[1(F) ] X2y +3xz+xy =1 um dois
FALSO, ja que a equacdo estd em um espageiR dimensdo de variedade devera s
dois.
bYW 1(F)[ ] X2y +3xz+xy =0 dois trés
VERDADEIRO, ja que em uma equacéo cartesiana a dimensao de variedade sera igual
a sua dimenséo no espaco menos 1. Assing, 8 2, que esta de acordo com o item.
SIBGIE Xy +3xz+xy°= 11 trés quatro
VERDADEIRO, pois como a dimensdo no espago € quatro, entdo a dimensédo de
variedade é: 4 1 = 3, coerente com o que afirma o item.
W[ 1P ] Xyw + 3xz+wxy = T 1 trés cinco
FALSO, pois sendo de dimensédo espacial cird®veria ter dimensdo de variedade
quatro, e ndo trés como sugere o item.
e V) 1(F) ] Xyw + 3xz+wxy = T 1 quatro cinco
VEREDADEIRO, ja que apresenta dimensao no espago cinco, deve ter dimenséo de
variedade 5 1 = 4, conforme sugere a alternati
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IR ] t+s, &, s); t 2 [Tun 5] trés

FALSO, pois na forma paramétrica o numero de variaveis representa a dimensao da
variedade, que nesse caso deveria ser dois. No espaco, representa uma superficie
curvada:

QM IF] (t I syt se[ 19, dois trés
VERDADEIRO, pois, como esta na forma paramétrica, e como tem duas variaveis, a
sua dimensao de variedade sera dois. No espaco R3, representa também uma superficie
curvada:

hYM)1(F)[ ] t+ s,°+4t);tet1 5, & trés

FALSO, pois como esta na forma paramétrica e tem duas variaveis, deveria ser de
dimensdo de variedade doNo espaco, representa uma curva em um formato que
lembra um cabo flat:

N I(F)[] s, # ®,fl) 5; tois trés
VERDADEIRO, j& que possui duas variaveis e dimensdo de variedadg, dois
apresentando trés coordenadas, tera dimenséo de espablo te8paco:
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D)L ] (U@ +P),ts,s);t,=[1,10]  dois trés
VERDADEIRO, j& que possuduas variaveis e dimensdo de variedade dnis
apresentando trés coordenadas, tera dimenséo de espaco trés. No espaco:

KYMI[1(F) ] Xyz 1T yzw + XxXzwiés 4 quatro
VERDADEIRO, ja que em uma equacéo cartesiana a dimenséo de variedade sera igual
a sua dimensao no espaco menos 1. Assiiin,14= 3, que esta coerente com 0 que O
item afirma.

3. Dimenso de variedade

(@) (V[ 1(F)[ ] Existem cinco equgdes, nas queds (1), (2) que podeser expressas

como[a, i —¢ R’ G(6) = (u(8); v(8); w(6))

FALSO, ja que, conforme sugere o item, deeeter equacdes no espaco R3, devido as

trés coordenadas apresentadas, porém de dimensao de variedade um, ja que € apenas
uma variavel, e ndo ha nos dois itens anteriores equacfes que satisfacam essas
condioes.

(b) (\V)[ 1(F)[ ] Existem quatro equdes, nas queds (1), (2) que podeser expressas
como[a, i - R®; G(6) = (u(@); v(6); W(6))
FALSO, VIDE ITEM ANTERIOR.

(c) (V)[ I(F)[ ] Existem quatro equdes, nas quesés (1), (2) que podeser &pressas
como[a, b] x [c, d][a, i} —¢ R’ G(8, p) = (U@, p); V8, p); W(8, o))

VERDADEIRO, pois como sugere o item, devemos ter quatro equacdes no formato
parameétrico com trés coordenadas em funcdo de duas varjaeisseja, uma
transfornacdo do espaco’Parao espaco R Na verdade sdoito itens: na primeira
guestao: ttens (c), (d) e (e), e na segunda questao, os itens (f) ao (j) satisfazem as
condicdes do problema.

(d) (V) I(F)[ ] Existem sete equdées, nas que@s (1), (2) que pode ser expressas
como[a, b] x [c, d]=°¢ R%; G(8, p) = (u(@, p); V(8, 0); W(6, o))
VERDADEIRO, VIDE ITEM ANTERIOR.

() (V)] ](F)[ ] Existem tés equales, nas quedes (1), (2) que podeser expressas
como
N CR*—¢RYG(6, o, 1) = (UL, p, 1), (U2, p, 1), (U@, o, 1), (UAE, o, 1))
A definicdo acima significa uma transformacao do esp&;mdrespaco R4, assim, na
12 questao, o item (h) e na segunda questao os itens (c) e (k) satisfazem as condicbes do
problema.

(H (W[ ](F)[ 1 Existem cinco equedes, nagjuesdes (1), (2) que podeser expressas
como
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NCR > RYG6, p, 1) = (ULG, o, 1), (U20, p, 1), (U3E, o, 1), (A, o, 1))
FALSO, VIDE ITEM ANTERIOR.

@) (V[ 1(F)[ ] Existem cinco equgdes, nas quedts (1), (2) que podes® expressas

como

[a, b x[c, d] =F R? G(r 8) = (u(r, 8); v(r, 8); w(r, 6))

VERDADEIRO, a sentenca acima define transformacfes do espapar&o espaco

R®, e as funcdes que satisfazem sdo: na 12 questdo, itens (e) e (g) e na 22 questdo itens

(b) e do (g) ao ()).

4. Dimenso, furcéo e derivada.
F FNj
aV1FN] R—R R—R
VERDADEIRO, ja que a derivada de uma funcéo no espaco R também é uma funcéo no
espaco R.

b)MII(F)] R—R R—R°

FALSO, pois a derivada de uma funcdo eméR pode ser uma funcdo efm R

MW 1P ] R — R? R — R?
VERDADEIRO, sendo F uma funcdo de R erf Rla apresentara duas varidveis e sua
derivada se Hi%é% - dervadam parckaié, ou seja, vai estar definida

tambémde Rem R

d)M)1(F)] R— R R — R
FALSO, pois conforme item anterior a derivada de uma funcéo definida de R ean R
estar também definida de R efh R

eY V1P ] R? - R? R— R

FALSO, pois a derivada de uma funcdo definida deR R(ou seja, quatro variaveis)
através de sucessivas derivacdes sera definidd' gijndue cada varidvel dara origem a
uma derivada parcial. Veja:

R? > R RRo>R
E o Lj j]
VL) ] R — R? RR—> R

VERDADEIRO, VIDE ITEM ANTERIOR.

QM1 R — R R — R

FALSO, pois uma funcdo de’Rm R(ou seja, 6 variaveis) dard origem a uma derivada
de origem em Rpara R, ja que s&o seis derivadas parciais a calcular.

n(V)1(FL] R —R RR— R
VERDADEIRO, VIDE ITEM ANTERIOR.

DI R —FR R — R
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FALSO, ja& que uma funcdo definida dé Bm R(ou seja, 9 variaveis) dagrigem a
uma funcéo derivada definida d@&n R, j& qu sdo nove derivadas parciaisalar.

DLIF)[] R—-R R->R
VERDADEIRO, VIDE ITEM ANTERIOR.

5. Dimengo e fung@. Podemos dizer sobre o grafico da funcédo

fla, b] > R
Variedade de dimensao | Imersa num espaco de dimens
a) [ (V[1E)] Zero Dois
b) [ (M[1 (F)[] Um Dois
c) | MITPE)] Dois Dois
d) [ (W[1P]] Trés Trés

Observemos quey dominio da funcdo € um intervalo na reta dos reais fechado em
ambos os sentidos (portanto variedade de dimensdo um), e que a fungéo esta definida no
universo dos numeros reais; mssa funcdo f € uma curva no plano dos reais, ou seja,
estd imersa em “Ro que faz dos itens (a), (c) e (d) FALSOS e o item (b)
VERDADEIRO.

6. Dimenséo, funcdo e derivada (jacobiana). Sendo
R LRr

Supomos que seja diferenciavel, podemos djzeare os gr 8f i cos Graf (f)

a(v)[ 1(F)[] 1] dim(Graf(f)) pode ser zero
ponto € uma variedade de dimenséo zero.
FALSO, pois ndo existe Graf(f) de dimenséo zero.

b) (V)[1(F)[ ] dim(Graf(f)) pode ser mn eeste caso dim(Graf(f)) também sera (mn)
FALSO, pois o gréafico de fpode ser de dimensdo no maximo ik n

c) V[ 1(F)[ ] dim(Graf(f)) pode ser no maximo nri.
FALSO pelo mesmo motivo da questédo anterior.

d) (V)[ ](F)[ ] dim(graf(f)) pode ser nandaximo m + ri 1 e a dimensdo da variedade
linear tangente a um ponto do grafico de f pode ser no maximo imk No caso da
di mens«o m§ & umhiperpgiancade™® ™. 6 )

VERDADEIRO. O conceito de fperplano € o espacoque estaimediatame nte
inferior ao que esta contid, como exemplo terse que o hiperplano de Ré o
espaco R, o de R é o R, e assim por diante Entdo, como a dimens&o do espaco
considerado € m + n, a dimensédo da derivada é no maximo r %, mue é um
hiperplano de R*",

e) (V)[ I(F)[ ] Quando m = n = 1 a derivada de f calculada no ponto x = a é uma
variedade linear de dimens&do no maximo um.

VERDADEIRO, pois se a dimensdo maxima € mit+hentdo m= n = 1, temos que a
dimensédo da derivada calculada em um ponto x = a éilH#=11, ou seja, uma curva.

f) (V)[1(F)[] Quando m=n =1, a derivada de f calculada no ponto x = a é a matriz de
uma funcao linear cujo grafico € de dimensdo no maximo um.
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g) V[ 1(F)[ ] A derivada de f no ponto P =4(a.., a, f(as, ..., @)) € uma variedade
linear de dimensdo no maximo m + f.

VERDADEIRO, se temos uma funcdo em R" - R™, ela estd mergulhada em uma
dimensdo m + n. Exenplo: a funcéo que fazaassociacéo f :[a, b] — R, que esta definida
no intervalo [a, b] (um pedaco de reta em R) e que associa valores em R, formando em
R? (dimens&o dois) uma curva (que tem dimenszo 1).

T
7. V[ ]1(F)]Se R" - R" enfio 0 quadro abaixo expressa corretamentimenso
méaximada imagem de [f§) em que & um ponto dalomninio de T.

m/n 1234
1 1234
2 2468
3 36912

FALSO, pois pelo que ilustra o quadro acima, a dimensdo maxima € mn, e pelo que
sabemosém+ ni 1.

8. \V[]F)]SeR" 5 R™ entio o quadro abaixo expressarretamenta& dimendo do
grafico de TN;j

m/n 1234
1 1234
2 2345
3 3456

VERDADEIRO, pois a tabela acima indica que adimensdo maximaém+ ni 1, queja
sabemos ser correta.

9. Caminhos sobre variedadesurvas ou variedades dé/el

@ (V[]F)[]Umasolgdo particular zEE(m Yy =By3xZg+2y2 par a
(17) pode ser obtida daneke um valor particular para uma das @xeis e resolvendo

se uma equ@o do terceiro grau.

VERDADEIRO,no caso se atribuirmos um valor par
obteremos uma solugéo particular do tipo (a, f(ap.=

b) (V[ I(F)]Umasolgibopar t i cul ar FgakXx Y FR=Bxyi+2y¥par a

(18) pode ser obtida danese um valor particular para uma das &eis e resolvendo

se uma equ@Eo do segundo grau.

VERDADEIRO, no caso, se atribuirmos um valor numérico para a variaveganis

Ob6, obteremos uma e2press«o do tipo (b, f(

© (V[ 1F[]Sez=Fx y) =X+ 3xy + 2y (19) eno a dimendo da variedade

F(x, yéel = 12
VERDADEIRO, vejamos que a equacgao representa no espaco uma superficie:
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Sendo assima expressdo F(Xx, y) = -2 representa uma curva de nivel da funcéo F, e
como ja sabemos, curvas temdimensdo igual a um. Vela no gnuplot a vista no espaco:

(d) Ao derivarmos implicitament earieBadex , y)

linear tangenteao & i co de F no po-seqee cqnlEegumasoiid@ ) supon

particular paraaeqgd F( x, y) = 12
FALSO, no caso, a inclinacdo de uma equacao tangente a uma superficie gerada pelo
grafico de uma fungéo F(x,y)

e (V) I(F)[ ] Supondo que z = F(x, @ diferencav e | , fi Céocatmulouwso ¢
derivadas parciais em um ponto (a, b) dadaz deF(x, y) = X + 3xy? + 2y (20) ento

vocé encontrou uma expre&sdo tipopA ( X 1 a ) +e pBde,yassim, chlgular= 0
Ay = b +m(x 1T a) ou

A x = a + n(y 1 b)

FALSO. Ao calcularmos as derivadas paiside uma fungcéo qualquer F(x, y), elas vao
representar a inclinacdo do plano tangente a esse grafico dessa funcdo em determinado

ponto (a, b) adquirindo a forma gerak: —(a b):-(x—a)+ —(a b) - (y — b).
Ent «o, Ai s o taa dedk adetemgs ureanfuanaud“aforma y=b +ingk ou,
Ai solandoodo x em fun-«o de vy, t leh). ®oams u ma

pela a garantia da existéncia dessas equacdes do plano em funcédo de x ou em funcao de
y, nenhuma das derivadas giars pode ser igual a zero, pois caso for, iremos ter uma

indeterminacao nessas equagodes. Logo, para ser verz—ftd(@ob) #0 ou:—_‘; (a,b) # 0.

H (V)[ J(F)[ ] Supondo que z = F(x, yg diferencév e | , i CBocatmulouvas ¢
derivada parciais em um ponto (a, b) dado,zde F(x, y) = X + 3xy* + 2/ (21) ento

vocé encontrou uma expre&sdo tipopA ( x 1 a ) +e pBde,yassim, chlgular= 0
Ay = b +m(x 1T a) ou

A-x = a + n(y 1 b)

se um dos meros A,B for diferente de zero.

f
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VERDADEIRO, VIDE ITEM ANTERIOR (pois 0s numeros A e Epresentanas
derivadas parciais dessa fungcdo em determinado ponto.(a, b))

@ (V[ ](F) ] Supondo que z = F(x, y¢ diferencév e | , fi Céocatmulou\as c
derivadas parciais em um ponto (a, b) dadaz deF(x, y) = X + 3xy? + 2y (22) enéo

VOCE encontrou uma expre&s do tipoA( x 1 a) + %&(b}( XT Tba) =
S@bh(y 1 b) = 0

e pode, assim, encontrar a egfimada reta tangente a uma curvanike!| de F no ponto

(@ b, F@bh
A

2% (ab)

y = b + mfx—1 a) ; m =

F
ay@b)
ou

dF
35D
X = a + mkEy—1 b)) ; n =
pryel G
se uma das derivadas parciais for diferente de zero.
FALSO. Como explorado nos itens (e) e (f), a partir da equacadatho gangente ao
grafico da funcdo, podemos explicitar y em funcdo de x ou x em funcéo de y, desde que

uma das derivadas parciais sejerente dezerg assim nas fungdes y = b + ni(a) ou

dr dF
) 3 (@b (@) _
Xx=a+ n(yi b), as expressoes map—) oun :aﬂ representam as respectivas
- (a, - (d,
dy dy

inclinacbes dessas retapieSAO as inclinacdes das retas tangemtesurvas de nivel
de f(x,y). Podemos obter diversas curvas de nivel da furt&o3xy’ + 2y atribuindo

um valor particular a y ou a x e igualando o restante a uma constante qualquer C.
Analisemos entdo uma curva de nivel particUazendoy = 1, obtemos assim a funcéo

f(x) = 33 + 3x+2 = C, ou, fazendo x = 1, obtemoS3y2y¥ +1 =C—-y =+ % que

sdo familias de curvas de nivel da funcdotx3xy’ + 2y, mas observamos que a

dF dF
Za(ab) S2ab)

inclinacdo delas (dada pela derivada de cada uma) é difereﬁ%(;%? oun :ﬁ%.
d_y 1, d_y 1,

Veja aixo exemplos de curvas de nivel da fungéie 3xy’ + 2y
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Vistas no espace no plano, as disposicdesas$ curvas de nivel

E abaixo, a funcdo com as curvas de nivel reproduzidas no Gnuplot:

10. Poligonal aproximaéo de curva deiuel

Para efeito de exemplo, na questéo anterior analisando a fih¢a8xy” + 2y e uma
de suas curvas de nivel no pontd, (1,-12). Por ela, tragcamos dois vetores: um € o

gradiente da funcdo nesse ponto e outro € um vetor perpendicular a esse gradiente: o
gradiente &8 na covermelhae o vetor perpendicular esta ma ¢ ).
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