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Por favor, se vocé for usar o método medieval para entrega
de trabalhos, em papel, prenda esta folha de rosto na solucao desta
lista, preenchendo-a com seus dados. Se vocé quiser entregar o tra-
balho eletronicamente, envio-o por e-mail ou entregue-o em CD na
Secretaria do Curso de Matemética.

Por favor , siga as instrucgoes sobre nomes de arquivos:

edo_seue-mail XX.pdf

XX é 06 para esta lista, e pdf é o tipo de formatacao que vocé der
ao seu trabalho.

Data da entrega da lista: dia 26 de Janeiro de 20009.

Se o trabalho for feito em equipe, é suficiente entregar um arquivo
(ou em papel, uma cépia) e no cabegalho todos @s membros da
equipe devem estar identificados com nome e e-mail.O niimero de
membros de uma equipe nao deve ultrapassar trés.

1 Orientacao

O texto para trabalhar com esta lista (tutorial) é o capitulo 3 das
ninhas notas de aula que se encontram na pagina
http://www.edo-metodos.sobralmatematica.org/textos/
Objetivo: Entender os operadores lineares que justificam a razao
do nome (e da forma de resolver) as equagoes diferenciais lineares.
J4 vimos em aula que a funcdo y = e* é uma solucao de uma
equagao diferencial chamada linear, isto se vé ao substituir, por
exemplo na equacao

ay’ + By +yy =0 (1)
que ela se transforma num produto
(aa® + Ba+v)e™ =0 = P(t)e™ (2)

donde concluirmos que y = e é uma solucao se t = a for uma
solucao da equacao caracteristica

P(t) =0 (3)

As equacoes diferenciais lineares sdo consideradas as mais im-
portantes equacoes com que lidamos, em parte porque varios dos
fendmenos da natureza sao “quase” lineares ou, quando nao sao li-
neares, tem uma componente linear que ao ser resolvida d&d uma
parte da solucado. E parecido com o caso do diferencial, usamos uma
variedade linear como aproximacgao de uma variedade nao linear.

Também temos a sensacao de que o caminho para resolver as
equacoes nao lineares passa pela solu¢do de uma linear que lhe é
associada, as equagOes nao lineares seriam “equagoes lineares per-
turbadas”. Finalmente as equacoes lineares sao as que a gente sabe
resolver (quando sabe), e quando nao soubermos, pelo menos pode-
mos ter uma visao geral do que poderia ser a solucao.

Quando vocé dominar o assunto, quer dizer, quando vocé souber
que ainda tem muito para aprender, vocé podera rir um pouco desta
introdugao, neste momento vocé serd um especialista em equacgoes
diferenciais e terd um instrumento poderoso nas maos, é quando vocé
vai ver que a importancia das equagoes diferenciais nao lineares e a
sua forte presenca na natureza.

Umas das técnicas importantes no estudo destas equacgoes con-
siste na representacao matricial das mesmas, ¢ neste momento que
vale a afirmagao feita acima, as matrizes (funcionais) nos dao uma
visdo de como poderia ser a solucao das equacoes. Matrizes funcio-
nais Nao vao aparecer nesta lista.

Nesta lista: construgao da expressao matricial das equagoes line-
ares e um exemplo de equacao nao linear que modela um problema
importante.

palavras chave: cabo suspenso, catendaria, equagoes diferenciais
exatas, equagoes diferenciais lineares, extremos, maximos, minimo,
operador linear, polindmio caracteristico de uma equacao diferencial
linear, solugao aproximada.

2 Exercicios

Equagoes diferenciais lineares ou nao

A curva de um cabo suspenso. Desde o século 17 que se procurava
descobrir qual era a curva algébrica descrevendo um cabo suspenso,
ou uma corrente suspensa entre dois suportes.

Esta curva ja era chamada de catendria, palavra latina que signi-
fica corrente. Galileo imaginava que fosse uma parabola mas foram



Leibniz, Christiaan Huygens, e Johann Bernoulli que derivaram a
expressao desta curva usando métodos que hoje interpretamos como
de equacoes diferenciais.

1. A curva de um cabo suspenso! - Catendria Um cabo de aco é
uniforme e cada metro dele pesa K quilos. Suponha que o
cabo seja perfeitamente flexivel (para que possa formar qual-
quer curva) - uma aproximagao da realidade. O detalhe, na
figura (1) pagina 3, mostra as forgas envolvidas no cabo sus-
penso.

(a,b) & o ponto mais baixo do cabo

neste ponto a tangente é horizontal

Figura 1: A catenaria, ponte ou fio de energia elétrica

(a) (V)[ ](F)[ ] Como o cabo se encontra em equilibrio estético,
entao a tensao ao longo do cabo anula a forga da gravidade.

(b) (V)[ J(F)] ] Como o cabo se encontra em equilibrio estético,
entao uma componente da tensao ao longo do cabo anula
a forga da gravidade.

(c) (V)[](F)] ] A tensao ao longo do cabo age tangencialmente
e tem duas componentes uma das quais anula a forga da
gravidade.

2. Andlise de um pequeno segmento do cabo. Considere um cabo
suspenso como descrito no exercicio 1.

(a) (V)] |(F)[ ] Considere um pequeno segmento do cabo como
funcao do seu comprimento s medido a partir de uma das
extremidades que se encontram presas, figura (2) pagina 4,
T'(s) representando tensao (for¢a) atuando no ponto s do

Maquina geométrica de calcul

Pedaco do
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N

/\\/

T(s+ Delta s) — T(s) = g(Delta x)

N

Figura 2: Um segmento da catenéria

cabo, entao
T(s+ As)—T(s)
As

quer dizer, T'(s+ As), —T(s), para pequenos valores de As
sao “aproximadamente” inversas® e o “erro” na diferenca
é peso do segmento de cabo.

= —gAs

(b) (V)[ ](F)] ] Considere um pequeno segmento do cabo como
funcao do seu comprimento s medido a partir de uma das

2A soma é quase nula.



extremidades que se encontram presas, figura (2) pagina 4,
T'(s) representando tensao (for¢a) atuando no ponto s do
cabo, entao

T(s+ As) —T(s) = —gAs

quer dizer, T'(s + As), T(s), para pequenos valores de As
sdo “aproximadamente” inversas e o “erro” na diferenca é
o peso do segmento de cabo.

(c) (V)[ ](F)] ] Considere um pequeno segmento do cabo como
funcao do seu comprimento s medido a partir de uma das
extremidades que se encontram presas, figura (2) pagina 4,
T(s) representando tensao (for¢a) atuando no ponto s do
cabo, entao

T(s+ As) —T(s) = —gAs

quer dizer, T'(s + As), T(s), para pequenos valores de As
sao “aproximadamente” inversas e o “erro” na diferenga é a
quantidade de energia do cabo representada pelo segmento
considerado vezes o peso deste segmento de cabo.

3. Catendria Considere um cabo de aco, uniforme, como descrito

na questao 1, A figura (1) pagina 3, mostra as forcas envolvidas
no cabo suspenso.

(a) (V) J(F)[] A variagao da tensao 1"(s), ao longo do cabo
age tangencialmente sendo diferente de ponto para ponto
em funcdo do comprimento do cabo, medido a partir de
uma das extremidades presas.

(b) (V)[](F)[ ] A tensao T"(s), ao longo do cabo age tangenci-
almente sendo a mesma em qualquer ponto do cabo.

(¢) VI (F)[] O peso acumulado (uma quantidade de ener-
gia) do cabo, desde uma das extremidades presas do cabo,
(considerando-se sy = 0) até um ponto s no cabo ¢ dado
por

em que w(s) é a densidade média local de massa do cabo.
Se o cabo for uniforme, w(s) é uma fungao constante.

(d) (V[ J(F)][] A variacao da tensao T"(s), ao longo do cabo
age tangencialmente. Se # designar o angulo entre a ho-
rizontal e tangente, figura ( 1), pagina 3, e G(s) o peso
(acumulado) no ponto s, entao

T'(s) x tan(0) = —G(s)

(e) (V)[](F)][ ] A variacao da tensao T'(s), ao longo do cabo
age tangencialmente. Se 6 designar o angulo entre a ho-
rizontal e tangente, figura ( 1), pagina 3, e G(s) o peso
(acumulado) no ponto s, entao

T'(s) * sen(f) = —G(s)

(f) (V)] [(F)[ ] A variacao vertical da tensao, em resposta ao
peso do cabo, figura ( 1), pagina 3, como fungao do com-
primento s medido a partir de uma das extremidades que
se encontram presas, entao

T'(s)H = —G(s)
em que H é a tensao horizontal que é constante.

(g) W[ ]F)[] A equagao diferencial que descreve a catenaria
é
T"(s)H = w(s)\/1+ T'(s)?

S
em que H ¢ a tensao horizontal, é constante, e [ /1 + T"(t)?
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mede o comprimento do cabo a partir de uma das extre-
midas presas.

(h) (V[ J(F)][ ] A equagao diferencial que descreve a catenaria
é uma equacao diferencial linear de segunda ordem.

(i) (V)] J(F)[] A equagao diferencial que descreve a catenaria
é uma equacao diferencial nao linear de segunda ordem.

() (VIE)[ ] A equagao diferencial que descreve a catenaria
é uma equacao diferencial nao linear de segunda ordem e
de quarto grau.

(k) (V)[ ](F)[ ] A equacao diferencial que descreve a catenaria
é uma equacao diferencial nao linear de segunda ordem e
de segundo grau.

4. Aplicagdo em seguranga




(a) (V)[](F)[ ] A tensao horizontal, H, figura ( 1), pagina 3, é
uma constante.

(b) (V)[ [(F)] ] Se o cabo estiver em perfeitas condi¢oes, mas a
tensao for muito grande (além da especificagdo do cabo),
e ele se romper, o ponto provavel de rompimento é P =
(a,b), o ponto critico, onde tensao tangencial muda de sen-
tido.

(¢) (V)[ (F)] ] Se o cabo estiver em perfeitas condi¢oes, mas a
tensao for muito grande (além da especificagdo do cabo),
0s pontos mais provaveis para o rompimento do cabo, se
for homogéneo, sao os dois pontos em que ele se encontra
preso aos suportes, onde a tensao ¢ maxima.

(d) (V)[ (F)][ ] A catenaria descreve a tensao nos arcos de pon-
tes.

(e) (V)[](F)[ ] A catendria descreve a tensao nos fios suspensos
de distribuicao de energia elétrica entre dois postes quais-
quer.

. Operador diferencial - polinémio caracteristico Considere a equacao

diferencial

y' +py +ay=0 (4)
em que p,q sao duas constantes. Usando a notacao D para o
operador derivada, quer dizer:

DO(f) = f=1(f); aidentidade (5)
D(f) = f"; a derivada de primeira ordem (6)
D*(f) = f™ ; a derivada de ordem n (7)

(a) (V)[](F)[] A seguinte sucessao de célculos

P(D)(y) = D(D(y)) + pD(y) + ¢D°(y) =0 (8)
P(D)(y) = D*(y) + pD(y) + ¢D°(y) =0 (9)
P(D)(y) = D*(y) +pD(y) +ql(y) =0 (10)

P(D)(y) = D*(y) +pD(y) +q(y) = 0 (11)
P(t)=t*+pt+q (12)

mostra que podemos expressar a equagao diferencial (4)

P(D)(y) =0

(b) (V)[ J(F)[ ] O polinémio P é o polinomio caracteristico da
equacao diferencial,
y4+4y=0 P(t)=t+4
(¢) (V)[ (F)] ] O polinémio P é o polinémio caracteristico da
equagao diferencial,
v' +3y +y=0 P(x)=2*+3z
(d) (V)[ [(F)][ ] O polinémio P é o polinémio caracteristico da
equagao diferencial,
v +3yY +y=0 P@)=23+3z+1
(e) (V)[](F)][ ] O polinémio P ¢é o polindomio caracteristico da
equagao diferencial,
yY'—y=0 Plx)=22>-1
(f) (V)[ |(F)[ ] O Polinémio P ¢ o polinémio caracteristico que
aparece quando substuimos y = e na equacao diferencial,
por exemplo na equagao (4).
(g) V)[(F)[] P(D) é um operador (diferencial) linear, em
que P é o polinémio caracteristico da equacao difererencial
linear.

. Selecione a opgao verdadeira (e justifique)

(&) MU@®[] y"—y=0 Pl)=2*-1 Pz)e*=0
(b) M E)]] ¢ + 2*y'23y = 0 é uma equagao diferencial
linear com coeficientes varidveis.
(c) ME)]
y'—y=0 Plt)=2>-1 P(D)(e?)=0,P(D)(") =0

. Uma equacao diferencial de ordem n é equivalente a um sistema

de n equacgoes de primeira ordem. No caso das equacoes dife-
renciais lineares esta tradugao é pratica (conduz a uma solugao
ou uma compreensao do significado da equagao). Para obter a
matriz introduzimos n variaveis temporérias, y, z, w, ... de tal
modo que
/ !

2=y w=2"... (13)

e rescrevemos a equacao usando as variaveis temporarias de

modo a obter um produto matricial da forma
!

) Yy )
Al = = 2 = 4 (14)
w w' w
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que reproduz a equagao linear
r_
y =ay
de uma variavel, agora com uma matriz em lugar do numero
a. Identifique abaixo qual foi a transformacao correta em que

o sistema de equacoes diferenciais de primeira ordem é equiva-
lente a equacao dada.

(a) MUIE)] v +3y =0

2 =y
w =z (15)
3y =—w'
(b) MM y"+2y +4y =0
{ Zzly + 2z i y—/z’ (16)

() MWy =y +y=0

{ : =y (17)

y =2 -y
(d) WMUIE)[] 3zy" +3y' + 4y = 0
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010 y Yy y '
001 z | = 4 = z (20)
010 z —'’ —w

8. Aplicagao A figura (3) pagina 10, mostra o resultado de taxas
de variagao horizontal e vertical colhidas aproximadamente nos
pontos de uma malha cobrindo uma regiao €.

Figura 3: Campo vetorial

(a) (V)[ ](F)[ ] Podemos deduzir que ha trés pontos de minimo
para a quantidade medida na regiao ).

(b) (V)[ ](F)] ] Podemos deduzir que ha trés pontos extremos
para a quantidade medida na regiao 2.

(c) (V)[ ](F)] ] Podemos deduzir que hé trés pontos de méximo
para a quantidade medida na regiao ).

(d) (V)[ 1(F)] ] Podemos deduzir que ha quatro pontos extre-
mos para a quantidade medida na regiao €).

(e) (V)[ (F)] ] Podemos deduzir que ha quatro pontos de minimo
para a quantidade medida na regiao 2.

(f) (V)] |(F)[ ] Podemos deduzir que hé quatro pontos de méximo
para a quantidade medida na regiao €).
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