Equacgoes Diferenciais Ordindrias  Lista 03
Equacoes a var. sep. tarcisio@member.ams.org
T. Praciano-Pereira Dep. de Matematica

alun@:
Univ. Estadual Vale do Acarau 9 de novembro de 2008
Documento processado com BTEX sis. op. Debian/Gnu/Linux

1 Informacgoes

Por favor, se vocé usar o método medieval para entrega desta lista, em papel, prenda esta folha de rosto na
solugdo da lista, preenchendo com os seus dados. Ela serd usada na corregao. Se vocé quiser entregar o trabalho
cletronicamente, envie o arquivo para o meu e-mail ou entregue em CD na secretdria do Curso de Matematica.

Para entrega eletronica, procure o link “entrega de trabalhos”. Siga as instrugdes sobre nomes de arquivos:

edo.seu_enail XX. pdf

XX & 03 para esta lista, e pdf 6 o tipo de formatacao que vocé der ao seu trabalho. Vocé pode obter o formato
pdf a partir de um documento escrito em open office ou como resultado da compilagio de IATE

Data da entrega da lista: dia 17 de Novembro, segunda-feira.

Se o trabalho for feito em equipe, basta que seja entregue um trabalho pela equipe, observando que dentro do
trabalho devem estar identificados, com nome e e-mail tod@s @s participantes. O limite de nimero de clementos
de uma equipe é trés

2 Orientagao

As equagdes diferenciais sio equagdes funcionais envolvendo a operagio derivada. Quer dizer que suas incégnitas
sdo “funcdes” y (z). Entre os métodos que foram desenvolvidos para resolver estas equacoes se encontra a
separacao das varidveis que ¢ uma das aberragdes bem sucedidas na linguagem da Matematica. Uma expressdo como

d:
2~ pwew)

da
pode ser decomposta em
dy
= f(z)da (1)
g(y)
em que dizemos que separamos =,y e na qual podemos ver dois ais exatos - as Ges que apa

dentro das integrais. Ora, em de ndo tem nenhum z, como em dy ndo tem nenhum y e, além disto, 9% ndo ¢ uma
fragdo o que torna o que acima foi dito uma completa e total aberragdo, que funciona! Claro, é possivel explicar o
que acontece com esta “dlgebra de diferenciais” mas infelizmente hd muita coisa a ser construfda até se obter uma
linguagem adequada para isto. O assunto se enquadra em formas diferencidveis se vocé estiver curios@ para saber e
procurar.

Leia mais a este respeito nas minhas notas de aula, [capitulo 1[[?].

Se soubermos calcular as duas primitivas na equacio (1) chegaremos a expressao

1
G =F@) +C = &w=—":F(2)=f@)
9(v)

que é a solugdo da equacio dife al. Se ndo soubermos 1

slar as primitivas! temos diversos métodos de solugdes

s duas inte;
ar da aparente al
Goes a varidveis

t separéveis, modelagem com equagdes diferenciais ordindrias, opera-

dores diferenciais
palavras chave: varidveis separdveis, modelagem com equagdes diferenciais ordindrias, operador diferencial,

operador diferencial linear.

!Usando o Teorema Fundamental do Calculo.

3 Exercicios
Exercicios 1 Varidveis separdveis
1. Equagbes a varidveis separdveis Indique a opc¢ao verdadeira (equagdo

@ varidveis separdveis) e neste caso, como justificacdo, resolva a equagao
até onde for possivel.

(a) (V)[J(F)[]yy =x—22° = ydz = (z—22°)dy e assim a equagdo
nao é a varidveis separaveis.

VLIE)]
vy =z —21° = ydy = (z — 22°)dz = (2)
y-a2tat=0C (3)

(b

Z

uma equag¢ao @ varidveis separdveis, portanto.

WVLIE)[]

yy =1 —22° = ydy = (zv —22%)dx = (4)
y—a?+at=C (5)

=
A

uma equag¢ao & varidveis separdveis e o dominio de validade destas
equagoes € a faiza do plano correspondente a solu¢ao da desigualdade

22—zt —-C<o0

(d

=

V)E)]

=12 —22° = ydy= (v —22%)dr = (6)
yr—attat=C (7

uma equagdo a varidveis separdveis tendo por solug¢ao as curvas do
plano que satisfacam a equacao (7).

A figura (1) pdgina 3,

O programa edox03_01d.gnuplot, que se encontra no link “progra-
mas” da pdgina, produz as figuras acima e vocé pode alterar a cons-
tante para obter novos grdficos. Ao fazer o grdfico, com gnuplot faca
wm zoom no primeiro grdfico restringindo o drea visivel ao grdfico que
vocé vai obter uma melhor visualiza¢ao da curva e das curvas subse-
quentes.

2. equagdes A varidveis separaveis Indique a op¢ao verdadeira (equagao
G varidveis separdveis) e neste caso, como justificacdo, resolva a equagao
até onde for possivel.

(a) (V[J(F)[ ] zy'" = ytg(in(y) = stay = %L e assim a equagio
nao é a varidveis separdveis.
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Figura 1: Curvas solugao - érbitas

) (V)[JE)]]
dy _ dl
ytg(in(y)) =
¢ uma equagdao a varidveis separdveis.
(c) (V)] J(F)[] Considere a equagdo

zy' = ytg(In(y)) =

zy' =y + asin(z)

e os cdlculos sequintes

zdy = ydz + zsin(x)dz = xdy — ydr = zsin(z)de = (8)

ady — yde = —y*d(%) (9)
fazendo z = 3 =y = % temos (10)
(£)2dz = asin(x)de = i% = 75”;53”)(195 (11)

Como a tltima equagdo € a variaveis separaveis, pode ser resolvida
para encontrar-se z = f(x) sendo a solugdo da equagdo original

R
f@)
(d) (V)[J(F)[]x+yy =0 = zde = —ydy = 2> +y*> =C ¢ assim
temos uma equagao @ varidueis separdaveis.
(e) (V)[J(F)[](1+zy)y +y® =0 ndo é a varidveis separdveis.

) (V)[J(F)[]y —ytg(x) =0; y—ay =0 sio equagdes a varidveis
separdveis.

(9) V)LJE)]

y

y’ln(%) = 4z; (12)
x = In(y) + sin(y'); (13)
y? e = (14)

nao sao 4 varidveis separdveis.
(h) (V)[J(F)[]y' = ey* é uma equagdo a varidveis separdveis.

(i) (V)[J(F)]] (2* + y*)dz — 3zydy = 0 é uma equacio & varidveis
separaveis.

3. logaritmo Fsta questao ilustra wm ponto importante, que a opera¢ao

“. 5

“calculo da primitiva” nao é inversa da operagao “calculo da derivada”,
embora muitas vezes parega ser.

(a) (V)[J(F)[] A derivada de f(x) =21 ¢ f'(x) = In|z| se x #0

(b) (V)[J(F)[] A derivada de f(z) = In|z| é 1 sex #0

(c) (V)] J(F)[ ] Uma primitiva de f(z) =in(z) é F(z) = e*

(d) (V)[J(F)]] Uma primitiva de f(z)=in(z) ; x>0 ¢
F(z)=e¢"z€R

(e) (V)[J(F)[] A inversa de f(z) =In(z) ; 2 >0¢éF(z)=e"z€R
(f) (V)[J(F)[] F(z) = In|z| é uma primitiva da fungio f(x) = L

T



(9) (V)[J(F)[] Se a <z <0 entio

fam faofu- 1)
—a lal ]

o fue e e (10
-z |z| la]

= In|z| — In|al (17)

a=-1= [9=in|z| (18)

donde se pode concluir que F(x) = In|z| € primitiva de f(z) = %

(h

N

(V)[]J(F)[ ] Sea < x <0 entao e considerando a sucessio de equagies

(15)-(17) se pode concluir que F(x) = In|z| é uma primitiva local de
f(x) = L restrita aos dominios R + + ou (exclusivamente) R — —,
isto é, a afirmagao vale apenas em um dos dominios indicados. Em
outras palavras, f(z) = % € uma fungao localmente integrdavel em
cada um dos dominios indicados acima, e nao € integravel na reta

inteira e nem siquer na reta excluindo-se o ponto zero.

4. Operador diferencial Uma ezpressio como

D(f) = af’ +bf +cf (19)

se chama de operador diferencial. A palavra “operador” é usada para evitarmos
de dizer “aplicando a fung¢ao D na fungao f”, ou ainda para caracterizar que
estamos usando “fungoes definidas em espagos de fungoes”.

(a) (V)[J(F)[] Se f(x) = sin(z); entdo D(f) =0

() (V)[J(F)[] Se f(z) = sin(z);a = 1;b = 0;¢ = 1 entdo D(f) =0 e
consequentemente f(x) = sin(z) é uma solu¢io da equagdo diferen-
cial D(y) = 0. g(x) = cos(z) € outra solu¢do desta equagdio.

(c
(d
(e
f

L

(V)[J(F)[ ] D(y) =0 ¢ uma equagdo diferencial de primeira ordem.
(V)[J(F)[ ] D(y) = 0 ¢ uma equagdo diferencial de segunda ordem.
(V)[](F)[ ] Se f(t) = e entdo podemos fatorar D(y) = P(a)e®
(V)[(F)[] Se f(t) = e entdo podemos fatorar D(y) = P(a)e e

at g

L =

isto nos permite concluir que se a for uma raiz de P entdo y = e
uma solu¢ao da equagao diferencial

D(y)=0

(9

=

(V)[J(F)[] Se a = 1,b = 3,c = 2 entdo e**,e® sio solugdes de
D(y) =0.

5. Operador diferencial Considere a expressao

D(y) = ay’ + by (20)

(a) (V)[J(F)[ ] D(y) =0 é uma equagio diferencial de sequnda ordem.

(b) (V)[J(F)[] D(y) = 0 € uma equagio diferencial de primeira ordem
com coeficientes varidveis.

(¢) (V)[J(F)[] D(y) = 0 € uma equagio diferencial de primeira ordem
com coeficientes constantes.

(d) (V)[J(F)[] D(y) = 0 é uma equagio diferencial de primeira ordem
que pode ser escrita

dy dy b

a— = —bdr = — =——dx
y y a

sendo, portanto, a varidveis separdveis e tendo por solu¢ao

In(y) = 791 = y= e h®
a
(e) (V)[J(F)[] D(y) = 0 é uma equagio diferencial de primeira ordem
que pode ser escrita

donde se pode concluir que a

b
In(y) = —baln(y) = ——ay =

(f) (V)] J(F)[ ] Nao tem sentido, para os operadores diferenciais que apa-
recem aqui, que o coeficiente de maior ordem de derivagdo seja nulo
entdo podemos considerar sempre a = 1 (ou dividir por a) entao
a solugio (considerando a = 1) da equagdo diferencial D(y) = 0 é

y=et®

(9) (V)] J(F)[] Sendo a =1, se aplicarmos o operador diferencial D em

f(x) = €k podemos fatorar

D(f) = P(k)f(x) = P(k)e* =0
e concluir que como “~b € raiz de P” entio f(x) = e ¢ uma
solugdo da equagio diferencial D(f) =0

6. O polinomio P que aparece nas equagoes dos dois itens anteriores se chama

“polinomio caracteristico” e cria um método para resolver as equagoes
chamadas lineares, resolva as equagoes diferenciais lineares abaizo.

(a) ¥ +3y=0

(b)y =3y=0

(¢) y" =5y +6y=0



