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1 Informacoes

Por favor, se vocé usar o método medieval para entrega da lista, em papel,
prenda esta folha de rosto na solugao, deixando-a em branco. Ela serd usada na
correcao. Se vocé quiser entregar o trabalho eletronicamente, acesse a pagina
da disciplina em

http://www.sobralmatematica.org

e procure o link “entrega de trabalhos”. Por favor , siga as instrugoes sobre
nomes de arquivos:

edo_mat_seunome XX.pdf
de acordo com a sua matricula na disciplina, XX é 09 para esta lista, e pdf é o
tipo de formatagao que vocé der ao seu trabalho. Data da entrega da lista: dia
22 de Abril terga-feira. Vou usar a aula do dia 15 de Abril para discugdo deste
trabalho.

Se o trabalho for feito em equipe, cada aluno deve entregar o seu porque
a entrega do trabalho € o registro de sua freqiiéncia, quem nao entregar o
trabalho na data certa terd falta na semana.

2 Orientacao

objetivo:

Apresentar os conceitos: Wronskiano, variacao dos parametros e a solugao
da equacao diferencial linear completa de segunda ordem.

As equagoes diferenciais de segunda ordem sao consideradas o segundo tipo
mais importante de equagoes diferenciais, quando se pensa em equagoes diferen-
ciais ordindrias. As razoes disto sdo

e Elas trazem um pouco mais de informacao sobre os fenomenos que elas
retratam ou modelam: a segunda derivada.

e H4 uma grande quantidade de fenémenos descritos por equacgoes de se-
gunda ordem, observe que a segunda derivada descreve a acelera¢do, por-
tanto a taxa de variacao da velocidade e se encontra ligada a curvatura
das curvas (dos percursos de objetos), os péndulos (nao esquecer que o
clima é um “péndulo” complicadissimo, nao pode ser tratado por uma
equacao diferencial ordinaria, mas pode ser aproximado parcialmente por
elas), por exemplo.



Nao poderiamos terminar esta versao do nosso curso sem lhes repassar estes
dois itens: Wronskiano, variacao dos parametros

A wvariacao dos parametros é uma forma de fator integrante, como vocé vai
ver no desenvolvimento da tultima questao, nela estou lhes apresentando uma
conta bastante complicada para que vocé escreva as justificativas da passagem
de uma equagao para outra. Ao final vocé verd que as contas conduzem a
solugao da equacao diferencial linear de segunda ordem completa. Esta é uma
forma alternativa de resolucao de equagoes diferenciais lineares de segunda or-
dem (completas). Estas contas sdo complicadas porque elas foram descober-
tas experimentalmente pelos pioneiros em resolugao de equagoes diferenciais,
nao posso precisar aqui como, mas se faziam contas adoidado e algumas delas
se aproveitaram chegando até os nossos dias. As contas que nao tiveram re-
sultados aproveitaveis, embora tenham feito parte do processo de descoberta,
desapareceram, sao os erros que cometemos e apagamos.

Somente os burocratas que vivem mas agéncias de fomento é que podem
imaginar que seja possivel apresentarmos, de antemao, a metodologia que vamos
usar para descobrir o conhecimento. A descoberta do conhecimento é feita por
meios erraticos, passa por tentativas antes que possamos formular de forma
adequada a solugao descoberta. A tultima questao é um belo exemplo disto.

Estou inaugurando, neste lista, uma sistematica de multiplas escolhas mas
vocé nao deve apenas escolher a opgao correta, espero que voceé escreva uma
pequena redagao justificando a sua escolha. O método de multiplas escolhas vem
representar uma motivacao para que analise algumas alternativas facilitando o
seu raciocinio ao tentar ver entre as altenativas sugeridas qual é se aplica, mas
se esforce para escrever um pouco de matemaética ao justificar sua selegao.

palavras chave: variagao dos parametros, equagao diferencial linear de se-
gunda ordem, Wronskiano, multiplas escolhas.

3 Exercicios

Exercicios 1 (equagoes lineares de segunda ordem) O método da varia¢ao
dos parametros

Objetivo: resolver a equagdo diferencial linear completa de segunda ordem.
variacdao dos parametros - equacdo de sequnda ordem

As expressoes

Liy)=y" +py+qu=yg (1)
Lly)=vy" +py +qy=0 (2)

representam, na equacao (1), o operador diferencial linear de sequnda ordem,
L definindo a equacao diferencial linear de sequnda ordem L(y) = g em que g
€ uma funcao continua definida em um intervalo da reta. Como em qualquer
equacao, a expressao que aparece no sequndo membro, neste caso g, € um dado
do problema, assimm como os coeficientes p,q. Na (2) temos a equacdo linear de
sequnda ordem, homogénea, associada. Vamos mostrar o método variagao dos



parametros e vocé deve justificar as passagens entre as equagdes, uma pequena
reda¢do, em cada item.

1. Suponha que conhe¢amos duas solugoes y1,y da equagao (2). Qual das
alternativas sequintes se aplica relativamente a esta hipdtese.

(a) Uma equagao diferencial sempre tem solugdo.
(b) Uma equagcao homogénea sempre tem solugao.
(¢) Uma equagao linear homogénea sempre tem solugao.

(d) Uma equagao linear homogénea sempre tem duas solugdes.

2. Considerando a equag¢ao homogénea, (2), qual dos desenvolvimentos abaizo
€ o correto para transformd-la num sistema de equagoes de primeira or-
dem.

(a)

y' oy =0y =y =wiy=w (3)
z =y 0 1 0 Y ! Y/
w =y = 0 0 1 . Yy — y (4)
pw+qy =-y’ 0 —q —p -y -y
(b)
v +py +qy =0y ==z (5)

(i 2 =(4 ) (1))

3. Faca uma experiéncia, com scilab ou octave para testar cada alternativa
e apresente os cdlculos feitos como justificativa. Dada uma matriz A,
somente é posstvel diagonalizar (ou triangularizar primeiro), mantendo-
se a equivaléncia entre os sistemas de equagao que ela representa, se

(a) Com uma sucessdo de operagoes-linha S1,Sa,...,Sy,, representadas
por permutacoes da linhas da matriz identidade multiplicadas a di-
reita pela matriz A. O resultado serd:

T=Ax%xS1 %S5 %---x8,

T € uma matriz triangular (pode ser diagonal).

(b) Com wuma sucessio de operagoes-coluna Si,Sa,...,Sy, representa-
das por permutagoes da colunas da matriz identidade multiplicadas a
esquerda pela matriz A. O resultado serd:

T=5,%*xSyxS A

T é uma matriz triangular (pode ser diagonal).



(¢) Com uma sucessao de operagoes linha, representada pelos produtos da
sucessao de matrizes S1,S2, ..., 5, cada uma delas sendo uma per-
mutacao das linhas da matriz identidade, multiplicadas a esquerda
pela matriz A, cada uma delas equilibrada pelo produto da transposta
da mesma matriz, multiplicada o direita pela matriz A operagao co-
luna o que é feito multiplicando-se a matriz A por S1 que representa

a operacao linha O resultado serd:
T=8 % -xS,*xS *AxS;xSp*--%S,=5%Ax8
T € uma matriz triangular (pode ser diagonal).

4. Considere a combinagao linear (com coeficientes funcionais) das fungoes

Y1,Y2
[ =v1y1 + vayo (7)

em que vy, v sao duas funcoes conhecidas e y1,ys sao duas solugoes line-
armente independentes da equagao (2), portanto também conhecidas.

O método vai conduzi-l@ a wma formula para encontrar vi,ve de modo
que se consiga resolver a equacao diferencial linear completa de sequnda
ordem. Lembre-se do fator integrante, o espirito da coisa € o mesmo,
primeiro fazemos de contas que conhecmos tudo, e depois encontramos
uma férmula para resolver a equagdo (as vezes dd certo).

Na sucessao de cdlculos abaizo, foram calculadas as derivadas de primeira
e sequnda ordem de f e estabelecida uma condi¢do sobre vy, vy conduzindo
a um sistema de equagoes de primeira ordem. Justifique cada uma das
passagens. Quando chegar na hipotese nao quebre a cabeca tentando uma
Justificativa imediata, siga em frente e depois volte para ver se compreen-
deu que ela € possivel.



f=viy1 + vy
[ = vy + viyy + vhye + vays
f'=viys + vhya + viy) + vaysh
hipétese viyy + vhys =0
f" =01yl + vhys + vry) + vays
"= vyl +v1y) +v2ys + sy
Lf)=f"+pf +af =g
L(f) = viy{ + viyi + vays + vays +
+p(v1y] + vayh) + q(viys + vays) =
= v1L(y1) +v2L(y2) + viy; + v5ys
L(f) = vy, +vsys =g
{ vy +vhya =0
ViYL sy =g

(o) Ch)=(5)
T vy g

v = —9Y2 . — gy1
17 Wiy,y2)? "2 7 W(y1,y2)

(20)

(21)

5. Justifique A hipdtese foi incorporada na equagdo (11) tornando, com este
sistema de equagoes, possivel determinar vi,ve. Use isto na sua justifica-

tiva da equagdo (11).

6. Justifique O determinante da matriz que aparece na equagdao (20) se chama
Wronskiano!, se duas funcées, quaisquer, forem diferencidveis e diferentes
o Wronskiano delas € diferente de zero, ou, reciprocamente, se o Wrons-

kiano for nulo, as func¢oes coincidem.

1O nome ¢ histérico, ndo é o objetivo justificar o nome, mas se quiser pode, recorra

Wikipedia, [13], e vocé vai encontrar como
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