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Por favor, prenda esta folha de rosto na sua solucao desta
lista, deixando-a em branco, caso vocé decida entregar o trabalho
pelo método mediéval. Ela serd usada na correcao. A solugio mais
completa desta lista serd publicada como solugao oficial e o aut@r recebera
10 na primeira avaliagdo. Uma solucao completa, necessariamente, deve con-
ter graficos, (vdrios) usando gnuplot, das solugdes, e também deverd ser feita
eletronicamente como condicao para ser publicada.

1.1 Orientagao

Leia rapidamente esta introducao e passe logo para os exercicios, depois de
resolver alguns exercicios, volte a ler esta introducdo que ela vai lhe parecer
mais clara.

Uma equagao da forma

Y +pla)y = q(z)

se chama equagdo diferencial linear de primeira ordem. A razio do nome ainda
vai ser discutida em outra lista de exercicios, mas aqui vocé jd vai poder en-
contrar uma semelhanga com os métodos da Algebm Linear. Por exemplo, se a
equagao for incompleta,

!
Y +pl)y =0
ou como ainda chamamos, homogénea, duas coisas acontecem que lembram a
Algebra Linear:
e cla sempre tem solucao, por exemplo, zero

o se tiver duas solug¢oes yi,y2 uma combinacgdo linear destas solugoes €
também solucao da equagao (vocé jd fez este exercicio).

Para resolver a equagdo “completa”
Yy +p(@)y = q(x)
usamos a técnica do fator integrante, a substituicio y — z = py transforma
esta equagao em
Wy +p@)p)y+ 1y’ = q(z) (L.1)
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onde podemos identificar uma versdo da equacao homogénea na variavel j: o
que nos permite fazer uma hipdtese

Hipétese 1 hipdtese factivel Suponha que na equagao (eq. 1.1) pu seja solugdo
da equagao linear homogénea:

Hy+pla)p) =0

Um dos exercicios abaizo vai mostrar por que a hipdtese € factivel. Identi-
fique o exercicio na sequnda leitura desta introdugao.

Com a hipdtese (factivel) de u seja solugao da equagdo homogénea associada,
transforma a equacao geral em “varidveis separdveis:

2+ p(a)z = q(x) = () + pla)(py) = a(z) =
= Wy -+ py +p(r)py = q(z) =

= (W +p@)py +py' = q(z) =
éuy’:q(m)éﬂ:q(}#ég/:fw W gt = 2 = py
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Como p é uma solu¢do da homogénea associada, por hipdtese, (sempre
existe), entao

(@) =0= 1 = —p(x)
In(p) = =Px) = p=e"®

>
p=e"P@ 5 Pla) = [p(t)dt
zo
Substituindo na iltima equagdo do bloco anterior temos:

2= py = p [ q(t)e" Wt

£

x
Ynh = 2 = ;1; [ a(t)e’®at
P

Sendo a iltima linha acima uma solug¢ao particular da equagao completa.

A solugao geral da equagao diferencial linear de primeira ordem é: y =
Cyn + yYnn em que yp, representa uma solu¢do da homogénea e ynp, representa
uma solugdo da nao homogénea:

E

c 1 [ P(t 1 P(t _ 1 i P(t
y=5+ ET,/q(t)e )t = e—P(C+/q(z)e O dr) = e—[_,/q(t)e ®qt
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palavras chave: Fator integrante, equagao diferencial linear, equagao a varidveis
separaveis.



1.2 Exercicios
Exercicios 1 Solugao da equagdao de primeira ordem

1. Equagao linear homogénea

(a) Verifique que uma equagio da forma y' + p(x)y = 0 € a varidveis
separdveis. Encontre a solug¢ao geral desta equagao.

(b) Resolva as equagoes abaizo e faga o grdfico de alguma solugoes com

gnuplot
o) L+a?)y +22y=0 ) B=ay ¢)L=3
=3 JE=——z =1
e Wy ==t )y +eeny =0

2. Nas equagoes sequintes, substitua y — z = pu e desenvolva a expressao:
L)y +p(@)y =qlx) [ D) y" +al@)y +b(x)y = d@) | ) alz)y” +bx)y = c(z)

3. Verifique, por substitui¢ao, que a combinagdo linear
z=Ce P 4~ P@ /.q(x)ep(’”)dz
€ solugao da equagdao diferencial linear completa de primeira ordem
y' +p(2)y = q(2)

4. a equacao completa de primeira ordem

(a) Na equagao y' + p(x)y = q(z) substitua y — z = py e verifique que
a hipdtese “u é solucao da equacao linear homogeénea de primeira
ordem” torna a equagéo em varidveis separaveis.

(b) Se convenca de que a hipdtese é factivel com um argumento da
Algebm Linear sobre equagoes homogéneas. Encontre uma solu¢do
particular (mostrando que a hipdtese é vdlida) da equagio homogénea

w4 pla)p =0

(¢) Aplique a hipdtese enunciada acima sobre p e resolva a equagdo re-
sultante.

5. Qualquer solug¢ao da equagdo homogénea tomada como hipétese é uma
solugdo e portanto um fator integrante. Considere o mais simples, quando
a constante for 1, e verifique que

T
uy:u/ﬁdw
i

1o fator p obtido de acordo com a hipétese feita na questdo anterior, se chama fator

integrante.

resolve a equagaio

' +p(@)y = q(x)
assim como qualquer maltiplo de py por wma constante arbitrdria nao
nula.

6. Resolva as equagoes sequintes, diretamente, sem uso da formula:

Y

Z = g2
T

a)y +aty =a® a)y +

indicando o dominio de validade da solug¢ao.

7. Teste a corre¢ao das solugoes encontradas na questdo anterior usando a
formula.



